
 

Teorema de Bolzano Weierstrass

para conjuntos

Sea R E R

es infinito y acotado y
7 5 ER J es

puntode acumulación
de R

i e todo conjunto finito y acotada tiene
al menos un punto de acumulación

Demostración

Sea R E R J es infinito y acotado

Como 52 es acotado entonces

7 a b e R a ab.J.tt x er a e x e b

i R E Ca b



Al tomar el punto medio de La b
se generan dos subinterralos

Como es infinito al menos un

subinternalo contiene infinitos elementos de R

S p g llamémoslo las.bz

Este cumple tres cosas

1 Las.bz E la b

2 longitud de Las.bz tal b a
3 en las.bz hay una infinidad de

elementos de R

Hagamos lo mismo empezando con el
intervalo Cae 6 3

tomamos un punto medio y nos quedamos
con el subentenalo que tenga una infinidad de
elementos de R laz ba

Ahora laz lo a cumple tres cosas

1 Lar ba E laz.bz



2 longitud de lar ba b a

3 lar ba contiene una infinidad de elementos
de R

Podemos proceder indefinidamente y
generar una sucesión de intervalos

Lan 6ns que cumplen tres cosas

1 the IN Can bn E Lanz bn
2 longitud de Lan bu tan b a
3 Can bn contiene una infinidad de
elementos de R

Votemos que se cumplen las hipótesis del
teorema de encaje de intervalos

también a veces tomado como principio de

completey en R

1 Lan bu es un encaje de
intervalos cerrados

2 la longitud de Lan bu tiende a 0

NII 0



J G ER J
n

an bi es
1

P.D es punto de acumulación de R

Sea r 7 O

P D Hay una infinidad de
elementos de R en Vr G

Como las longitudes tienden a 0

lim
n an Oi e n o

7 3 N r J t n r N ton an 0 L r

Como ton an l ton an

entonces 3 N r J t n r N ton an a r

Sea n r N

Como M Can bn
n L



GE Lan ton t ne N

an E G E ba

Lan Y C Lan bn y LG Lon E Lan bu

Tomando en cuenta longitudes de intervalos

an a ton an y ton B E bn an

Como n 7N 7 ton an a

Entonces por transitividad

G an a r y ton G a r

G r a an y ton L est r

an ton E G r Gtr Vr G

y como hay una infinidad de
elementos de R en Lan bu

hay una infinidad de elementos
de R en Vr G raro



i es punto de acumulación de R

i todo conjunto finito y acotada tiene
al menos un punto de acumulación

Q E D



teorema de Bolzano Weierstrass

para sucesiones

En acotada 3 5 ER S E es

punto límite de En

i e toda sucesión acotada tiene al

menos un punto límite

i e T En acotada 3 5 ER I tan de

a t tren E

i e toda sucesión acotada tiene al menos una

subsucesión convergente

Demostración

Caso 1 La imagen de En es

infinita



i La imagen es un conjunto
infinito y acotado

Por el teorema de Bolzano Weierstrass

para conjuntos existe un punto de
acumulación en el conjunto imagen

Punto de acumulación punto límite

Hay al menos un punto límite

Caso 2 La imagen de En es

finita

trivialmente se puede exhibir una

sub sucesión convergente una subsucesión
de constantes en donde la

constante sea un elemento de la imagen

i Y En acotada 3 5 ER S E es

punto límite de En


